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Auszug aus der Abhandlung: . Allgemeine Transformation
der bestimmten Doppelintegrale.

Yon Dr. Anton Winckler.

(Vorgelegt von Herrn Prof. Dr.Petzvalin der Sitzung vom 7. Jinner 1859.)

Die meisten Fragen. auf welche dic Betrachtung doppelter
Integrale mit verinderlichen Grenzen fihrt, reduciren sich zuletzt
auf die Frage nach der Transformation jener lutegrale mittelst zweier
gleichzeitig eingefiihrten neuen Verinderlichen. Obgleichnun Euler,
indem er in der Abhandlung: De formulis inteqralibus duplicatis
vom Jahre 1759 die Transformation der Differentialformel

[(v,y)de dy

fand, einen Theil der Aufgabe loste, so blieb doch der andere
ungleich schwierigere Theil, welcher die vollstindige Bestimmung
der aus jener Transformation entspringenden Doppelintegrale —
sowohl in Bezug ihrer Anzahl als der Grenzen — betrifft, bis jetst
unbeantwortet.

Die vorliegende Abhandlung enthilt die Liosung dieser Aufgabe
in der folgenden Fassung.

1.

In dem doppelten Integrale:

B @)

de | f(x y)dy
& 9" ()
seien @(a) und o' (@) zwei Functionen, welche zwischen den Wer-
then & und & von @ endlich und stetig bleiben. aber nicht einander
gleich werden: das Integral soll durch zwei neue Verianderliche 4, p,

s

welehe mit den urspriinglichen @, y in den gegebenen Beziehungen:

v=Xow » ¥= Yo
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stehen . transformirt werden, wobei aber die beiden Funetionen
Xo.w+ Yo, nur durch die allgemeinen Bedingungen charakterisirt
sind, dass diec Werthe

’

L L A

welelie sieh fiir p. vesp. aus den Gleichungen

Noow = & » Xoow =&
Yoo =2 Xoow) > Yoo =19 Xo.w)

ergeben. vollkommen bestimmnt und einwerthig bleiben, so lange 2
zwischen dem grissten und kleinsten der Werthe

Ao, A, A, A
liegt, welche als die einzigen reellen Wurzeln resp. der Gleichungen

Po =00 » po=p 5, f=p , =4

erhalten werden.

Wenn in dieser Allgemeinheit eine Losung der Aufgube erwar-
tet werden konnte, so musste ein Gesichtspunkt der Betraehtung
gesucht werden, von welehem aus sich alle miglichen Fille, welche
beziiglich des Wacehsens oder Abnehmens der Functionen p,, py,
u0, p' mit ihrer waehsenden Verinderlichen X eintreten kinnen, in
unmittelbarer Verbindung mit den Fillen, welehe hinsiehtlich der
Grissenverhiiltnisse der Werthe ), A3, A7, A} moglich sind, sowie
endlich in genauester Verbindung mit dem entsprechenden Zeichen
der Determinante:

dy. © dh dh T dp.

_ dy dX dy

erkennen und auf alle Arten unter sich verbinden lussen. welehe
zur Lissung der Aufgabe iiberhaupt zulissig sind.

Fiir eine Erdrterung dieser Art lag nun aber kein Beispiel vor;
denn es ist klar, dass aus den Verfahrungsarten, womit in bekaunten
sehr speciellen Fillen und zumeist unter Zuhilfenahme geometrischer
Vorstellungen, das trausformirte Doppelintegral hergestellt wurde,
der soeben etwas niher bezeichnete, rein analytische Gang der Ent-
wickelung sich unmiglich abstrahiren lisst. Der Weg der geometri-
sehen Darstellung, welcher iu der vorliegenden Materie allenthalben
gelaufig ist, und welelier in besonderen Fillen zur Deutlichkeit ohne
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Zweifel schr Vieles beitriagt, wiirde, bei der hier angestrebten Alige-
meinheit, und wo es sich um die gleichzeitige Erledigung aller irgend
denkbaren Falle handelt, noch grissere Weitliufigkeiten verursacht
haben, weil, nm alle moglichen Fille mittelst geometrischer Betrach-
tungen erirtern zu konnen, vor Allem die erschopfende Kenutuniss
dieser Fillle selbst nothig ist, die man sich wohl nur wieder durch
analytische Auseinandersetzungen verschaffen kann,

Das Ergebniss dieser Untersuchung, welche hier nicht ansfiihr-
licher beschrieben werden kann, ist nun aber sehr merkwiirdig, indem
die Analyse aller maoglichen Fille zeigt, dass das oben angegebene
Doppelintegral, in bezeichneter Weise durch zwei gleichzeitig ein-
tretende neue Yerdnderliche transformirct, immer in drei neue Doppel-
integrale zerfallt, und dass sich die Grenzen dieser lnlegrale in
vollstiindig bestimmter Weise angeben lassen, ohne dass irgend ein
Zyweitel itber das der Determinante A beizulegende Zeichen iibrig
bliebe. — Mit Riicksicht auf die bereits angefiihrten Bezeichnungen
und Voraussetzungen wird namlich bewiesen, dass stets:

Gt ¢! ()
uv//'(a;', y)dy =
W @
byt

/m //(\ Y) Ady + (/A[/(\ ))A(JU-I—J/ ,/A//(l\ Y) Ady

) 9

Es ist fiir sich klar, dass man, ohne die Anzahl der Integrale auf
der rechten Seite der Gleichung zu vergrossern, durch Zerlegung
derselben andere Verbindungen der Grenzwerthe unter sich, und
hierdurch andere Formen erlangen kann; zwolf derselben finden sich
in der Abhandlung angegeben. Der Beweis der obigen Formel, welche
die Losung der urspriinglichen Aufgabe darstellt und wesentlich neu
ist, erscheint nun allerdings in etwas weitliufiger Form; aber jener
Beweis bildet den bei weitem schwierigsten Theil der Arbeit und
es wurde wohl nichts versiumt, denselben in die moglichst kurze
Form zu bringen, so dass weitere Kirzungen unbeschadet der
Griindliehkeit, sich kaum daran anbringen lassen werden.

Zahlreiche Anwendungen des so eben bezeichneten Theorems
auf speciellere Formen des Doppelintegrals liefern eben so viele




=
Allgemeine Transformation der bestimmten Doppelinfegrale, 49

bemerkenswerthe neue Resultate und hilden die zweite stirkere Hilfte
dev Abhandhme,

Einige dieser Resultate wiogen hier etwas nither bezeichnet
werden.

2,

Wie bekannt darf die Aufeinanderfolge der Integrationen bei
Doppelintegralen zwischen constanten Grenzen nmgekehrt werden,
ale Jass der Differential-Ausdrock hierdureh irgend eine Verinde-
rung erleidet. In der vorliegenden Arbeit wird nun gezeigt, dass diese
Umkehrung in gleicher Weise auch hei verinderlichen Grenzen
geschehen kauny nur entstechen daraus im Allgemeinen drei nene
Doppelintegrale zwischen Grenzen, welele aus den urspriinglich
aegebenen in vorgesehriechener Weise zu bilden sind. Der enfspre-
chende Satz lisst sieh in folgender Weise ansdriicken::

Vorausgesetzt, es liege zwischen & und & kein Werth von .,
welcher der Gleichung ¢° (@) = ¢t(.r) Geniige leistet, und ange-
nommen, man habe aus den beiden Gleichungen

y=¢°(x) und y = ¢'(¥)
die einzigen recllen Wurzeln resp.
@ =P(y) wd 2 = P'(y)
abgeleitet, so findet die Gleichung Statt:
a0 e

de | f(@v, y)dy =
T #° (%)

$'(20) 5 %°(%) %o #*(%0) ,'1"'(-")
/ dy [ [, yyde 4 [ dy | f(2, y)de + f dy | (v, y) de.
#0) V() #CGo) V) ¢'(2) 40w

Dicse Gleichung lasst selbst wieder viele Anwendungen zu. Um
nur einer derselben zu erwithnen, hat man:

y) dy F(z)d:
/(/L’/F e L f/(:,)dt//(,&{)z

und daraus wicder:

z 3
) (5—a)m—1 (v y)n—1 I'enpl ) ey
lv 2 : —
vo/’ 1\1 (;___';/)lu-} = /(I/) ['/ ‘“_’_") /(7/)([V
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Die letztere Gleichung lisst sich unmittelbar zur Losung zweier
Aufgaben beniitzen, welche in specieller Form in der Mechanik ihre
Anwendung finden, nimlich:

1. In der Gleichung:

: a—yn—1
—('g(—_—yjj?-*—_n——l— ) dy = F(,¢)

ist F(a,&) eine gegebene Function: man verlangt die entsprechende
Function f(y). Es wird gezeigt, dass:

f(&) = ll((";::(?) f(i t)"‘—' mg'"—‘[« (ELE 4 &en d. F(st 5); dL.

2. lu der Gleichung:

X

xr— n—1 .
@(TT?{")*"—T d.f(y) =D (v)

ist @ () eine gegebene Function, es wird f(y) gesucht.

Die Abhandlung weist nach, dass:

fO)—Flo) = a(CS (E )" () de.

(m) r »)

Bezeichnet ¢ (@) eine Funetion von der Beschatfenheit, dass
©(0) = 0 wird, so findet die Gleichung Statt:

¢ (%) g
. zm)—r Al )
/‘”/F (=2 =309 "‘[f(”)d”“f”")"”’

aus welcher sich viele interessante Einzelnheiten ableiten lassen

. s, w.
3.

Hatte die vorhin bemerkte Transformation blos eine Verin-
derung der Grenzen, nicht aber des Ditferential-Ausdruckes zur Folge,
so verhilt sich dies anders, wenn die Veranderliche y als Function
einer neuen v und von @ betrachtet, und wenn @ zur ersten, statt
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wie dies urspriinglich gesehieht, zur letzten Integrationsverinderlichen
gemacht wird., Es sei:
=R X<}

und es seien P0(2) . 3&'(2) die Werthe ven @, welehe vesp. aus den
Gleichnngen:

V(oa) = ¢o(e) « V(a) = i)
sich ergeben: endlich migen
0o(&) . (&) . 91(E) . 0(&)

die einzigen reellen Werthe von 2 hezeichuen, welehe resp. ans den
Gleiehungen:

(26) = ') . V(&) = ¢"(3)
V(&) = ¢'E)  YEE) = ¢r(E)

sich ableiten lassen, so findet die Gleichung Statt:

d @' (x)

f dv f [(e.y)dy =
£o g0 ()
89(5,) 49(:) H(2) P() 81(%0) 1) )
/(h [ V) -{—ﬁL/f(a rytlae 4 /(k/f(n, V)4l
B1(3) % 68'Gi) ) 8°5) &

Dieses Resultat ist vorzugsweise wiehtig, wenn es sich darum
handelt, ein doppeltes Iutegral von der hier vorliegenden Form,
worin die Funetion f(@, y) nur beziiglich der Art und Weise, wie
.« und y mit einander verbunden vorkommen, nicht aber ihrer sonsti-
gen Form nuch gegeben ist, auf einfache bestimmte Integrale zu
redueiren.

Von den zahlreichen Anwendungen, welehe sich in diesem Sinne
von jenem Resultate machen lassen, mige hier nur der folgenden
Sewithnung gesehehen.

Wenn das Doppelintegral alle diejenigen positiven Werthe von
2 und y umfassen soll, welche der Bedingung

1 1

o<c<;v7+[jy_’7<x
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Geniige leisten, so findet die Gleiclmng Statt:

axm 6J " — If‘
||l =
q"L m r— p)/ no— %

T P(HI)F(“) (A’——-l\)m“{ n—I1 - ak—ax - ﬁk—-bx ? e

g 1
mtn P (mtn) | (az—a)'" (az——b)" az—a Lr—b ‘

x

Ferner wird .die folgende, sehr bemerkenswerthe Relation

begriindet:

1 ¢ & |IFERY NS
mawam b /(/;1: //‘(um'“—l;]j”)({y = _ C)7C)

sin (E4+ 7). P(L+t

n .m

by (i3
T LR - . T '_*_._' —1
X gsin— fam f(z)dx+sin ol f(—2)dx
o ()
az™ — b = -
A A LI a 1 ;(l +L)
T O X N N C e CR
(lim ¢
b, at™ 5
1 1 ot

. L T d
+ [T T (=) dr (1__1) {_("‘+")1/t,

0

qu"
woraus man fir £=oco und v = oo ein schon hekanntes Resnltat als
speciellen Fall ableiten kann.

4.

Die Anwendung des aligemeinen Theorems fiir die gleichzeitige
Einfiithrung zweier neuen Verinderlichen bietet nun allerdings
ein sehr weites, noch fast gar nicht heniitztes Feld zar Gewinnung
interessanter Ergebnisse und Lisung mancher die Integralrechnung
betreffenden Frage, indem man dadureh in den Stand gesetzt ist,
die Darstellung des Doppelintegrals auch dann noch zu finden, wenn
die Funetion unter dem Iutegralzeichen nicht hlos von einem einzigen,
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sondern von zwei getrennten sogenannten Argumenten abhingt und
iliese letzteren in gewisser Weise dureh neue Verinderliche ersetat
werden sollen. In der vorliegenden Abhandlung werden anf diesem
Wege vicle sehe allgemeine und durehans nene Resultate gewonnen.
Einige speciellere Ergebnisse dieser Art miogen Platz finden,

bice Gleichung:

) . 1
/t’.l'//'(ﬂ.l' + by 2+ By)dy = P

welehe ilre Begrimdung findet, liefert als besondere Fille die fol-

0

o

genden Werthhestimmungen :

[/ ar-b p 7
= _t +ﬂ { (ar+43y) k E -2y . LA AW
dv [ e axrfhy ko ,]!/ = e — il ey
2 (xb—af) )
0
I I ) i 1 (ah) — (@) Tetolors
(v ( = .
(! +ax -by)n Y sas . 0¢ ab—af 1'(n)
%
(L I’ (2b)m— (aZ)"
de [ (w4 by)—'e =kt (Jy — L
(st} J hnt 1 g fon ab—ap
0
sin (aa 4 by 1 ab—af
de o {ar 1y e~ @B (fy = ——. ur('tuug,—y.
ar by ab—afs a5+ ab
o

B

Von besonderem Interesse ist die nithere Untersuchung des
Doppelintegrals. welehes anf den Ausdruck:

"=y =t (a4 by ay) de, dy

sicli hezieht, und welehes die Groudform einer grossen Anzahl hintig
vorkonumewler integrale darstelit.
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So wird z. B. gezeigt, dass:

a” b"/tvl;b:/.’z"""‘ Yy fax 4 by. xy)dy =
f (2%,
/m+n-—1 d)\/(l +‘/ u)m t (1_‘/ 1 )n t V
ab H)
)m-{-u— dh (1_‘/1 P‘)m 1 (1 _|_‘/| u)u— A'-‘w

woraus sich fiir m=n=1 ergibt:

3 ) }(27» :A;bl*)
de [ f(ax+ by, vy)dy = o Adk Tl ¢
0 0 0 0 l _lj‘

Diese Gleichung wird zne Werthbestimmung einer Anzahl dop-
wovon einige hereits von Cauchy in den

l
ab

dp

pelter Integrale beniitzt,
Noten zur , Théorie des ondes nntersucht und unter Anwendung

unendlicher Reihen aneh niaher bestimmt worden sind.

Nebenhei werden zwei Rednetionsformeln fiiv bestimmte Inte-
grale erhalten, welche iiber die Unmiglichkeit, diese Integrale in end-
licher Form zu finden. wohl den besten Aufschluss geben.

Diese Formeln lassen sich wie folgt darstellen.
]

a B
1 sin B cos x wret ¢ (sin o lang x
/;oy __i_—_@_ dlip = % /} 4 S 3 7‘{7977)‘ dx

1 —sinfcosa sin

1) [

a [ e}
cosf + cosa as sin (0(+:'l?)
log —————dar=— [ lo (t(m( - ) Ly e,
/:J cosfp — cosa /g Y 2 A4ty 0(/ sin (a— lh
0 0

o

wobei die letztere Gleichung nur so lange gilt, als cos B — cos «

positiv ist.
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6.

Unter den weiteren, mehr oder weniger allgemeinen Trans-
formations - Formeln, welehe sich aus der gleichzeitigen Kinfihrung
zweier nenen Integrations-Verdnderlichen ergeben mogen die folgen-
den hervorgehoben werden. Es ist:

/d 't// (v, y) dy =

T
E arecos < ] arceos —

>l

Mi [ f(rcosb. dsin0)db+ [ Adk [ f(Asinb, heost) db

‘

—i—/; d 2 ﬁ() cos 9, A sin ) db

woraus. wie leicht zu ersehen ist, folgt:

n& 0 0 %
/(11//“(1 y)dy =/;.dlﬁ(l cosf,Asinfl) df.
0 0 0 0

Aus dieser Gleiehung wird z. B., wenn man

f(.L‘, !/) — e—-(.r2+ y*?) $‘2m—l yZn—I

o | =1

setzt, nmnittelbar die bekannte Formel

T
2

) _, 1 Tyl
cos? "1 Gsin?—1 6 —  — 2

2 I‘(Ill+)l)

0

gefunden. Aus der letzteen selbst folgt, wenn cos § = l/.r gesetzt
wird,

1 (1__3,) n—d Lo —I‘—(m)l_‘(",)_.

F(Ill+7l)
u. dgl. m.

Sitzh. d. mathem.-naturw Cl. XXXVI. Bd. Nr. 16. 32
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Sind die Grenzen @ und y des Doppelintegrals durch die
Bedingung :

gegeben und soll sich die lntegration nur auf die positiven Werthe
der Verinderlichen erstrecken, welche jener Bedingung geniigen, so
findet die Gleichung Statt:

oV hp. L OV (d—p)
/f(.%‘,]/)d.mly;* ao/ /f(t 2 Y2 (1—p) i
l—u)

= (lb/;(h/ (apcosh, bpsin)di.

Soll sich die Integration anf alle pesitiven Werthe von @ und y
ausdehnen, welelie der Bedingung 0 < w2 4 y* < 1 Geniige thun,

so ist:
Prolik o) .
" 1—a V l—1/~
1 e
Vo o Vo g o 0 o Al
[ sin®q—4 (22— cos® ;) (2 —sin®
2f ) / *{ ( ; N )§ n
| . 1—z2. 1—pe2
TV Ve

In der vorliegenden Abhandlung treten nun aber noch einige
wesentlich allgemeinere Resultate als besondere Fille des zu Grunde
liegenden Theorems der Transformation hervor, welche hier hemerkt
werden mogen. Setzt man némlich zur Abkiirzung :

1 1
o ( (A—a) (p—a) )7 Y — ( (A—0b) (n—0) )7

il b—a ’ T o=l
und setzt man vorans, es sei « > f > « > b; nimmt man ferner

an, die Integration solle sich iiber alle positiven, der Bedingung:
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+_ .

xX—u

entsprechenden Werthe von @ und y erstrecken, so ist:

mn (a—b) by ﬂ'(m y)dedy
fn/ (=) £ (X, ) dy
[Q—e) (a—p) | '~ = [O—B) (u—b)] '~
/ﬂ/ B0 FX, ¥ dy
[(X—a)(a—;*)]'"[o —b) (s 0)]"

(a—a) (n—0) (B—))
)\(u— —a+b) + «ff—ab

/ n/ (2—2) (X, 1) de
[O—a) (@—)]' ~w [O—8) (e—)]" =

(a—a) (¢—b) (B—1)
k(a—ﬁ—a-{-b) + af—ab

Dass sich diese beiden Darstellungsurten auf einander zuriick-

fiithren lassen, wird in der Abhandlung nachgewiesen. Fiir den heson-
dern Fall

f@y)y=1 . =«

und wenn man fiie s und 2 ibre reciproken Werthe setzt, gelangt
man zu der Gleichung:

(p—2) dp
((h—a) (a—p)) " [O—0) (v—0)]"™"

" X |‘ r n

2 (a—tt)™ (a—b) (a—b)mtr—t L2
m+n A

325
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Setzt man dagegen

1
= —

(2 4 e

/\/f(l—i— %i+ ZJ_ ) da dy

so ergibt sich

« Y L
BN A
mn ) (H_)‘)f( ’u% ) i
= [ - e
(a—=b)" [(A—a) (a—p) "7 [(A=0) (2—=0) ]
wobel fir die Grenzen die Bedingung
L AN
l * + i < I
a—a a—1b
besteht.
8.

Aus der letztern Gleichung werden die folgenden besonders
merkwiirdigen Resultate abgeleitet. Namlich zuniichst:

a b
§ O—e) (%) do
] TO—a (= T [0—8) b) ]

r (m) l‘(n) /
— a"b" (h—a m4n—1 znz+11—1 {—2) dz
(b—a) 7 f(1—=)

(U

und daraus fiir die specielle Annahme f'(z) = 2"—!

(3

a [
d) O—p) X9 dp
[O—a)(a—w) 7 [(A— ) (e—0) ]

3

— gt e (]'_ll),,,+,,_| L(Ill)’F(N) l‘(;-)
P CuA-n+tr)
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Ui an einen bereits bekannten Fall anzukniipfen, brancht man
nur die sehr speeiellen Annahmen

{ 1 —_—
MES: e e
( ~ 1 .
zu machen und zu beachten, dass I'cry = V75 sy = - V= ist:

setzt man zugleieh A2, p2 fiiv 2, n und ebenso 2, b2 fiiv a, b, so folgt:

/ / (n>—h2) dp. 3
dA =
V(2=a?) (a*—p2) (—8%) (wi—b?) 2

eine Gleichung welche, wie bekanut, zuerst Lamé gefunden hat
und wit deren Herleitung sich Poisson, Chasles, Terquem u. A.
besehiiftigten.

Setzt man f(:) = loy (1—=z), so folgt:

(b= log (1 — 22 ) dw
1 )
] Te= =) =D (=) ]

rz"'lz"(b—a)"‘*""' Fwy Py

(IIZ *[-71)0‘ F(m+n)
1 1
woraus fiiv m = 5=, n = - folgt:

(—2) log(i—- ",') e VoD
Vii—a)y (A —0b) (a—p) (r — b)

Man sneht dass fast jede fiir £ (#) angenomwene Form zu einem
neuen Resultate fiihrt. Riicksichtlich der weiteren Ausfiihrung dieses
Gegenstandes muss jedoeh auf die Abhandinng selbst verwiesen
werden.

9.

Den Schluss der Arbeit bildet eine allgemeine Trausformations-
formel fiic hestimmte einfache Integrale, welche ausgedehnter Anwen-
dungen fihig zu sein seheint.

Sie ergibtsich aus dem Theorem der bestimmten Doppelintegrale,

AT
A

wenn man darimn die Grenzen constant sein lisst und

f (@, y) setat.
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In dem besondern Falle aber, welcher hier hauptsichlich in
das Auge zu fassen ist, dass f (@, y) = 1 angenommen wird, lisst
sich sowohl das urspriingliche als das durch die nenen Verinderlichen
A, p. transformirte Doppelintegral durch Quadraturen ausdriicken, so
dass man zu einer Relation zwischen einfachen Integralen von ganz
allgemeinem Charakter gelangt.

Aus diesen und den vorhin etwas nidher bezeichneten Anwen-
dungen lasst sich die Fruchtbarkeit der zur Losung gebrachten Auf-
gabe erkennen. Aber ganz abgesehen hiervon scheint es wichtig, dass
nunmehr eine umfassende Losung der so vielfach aber nie mit durch-
greifendem Erfolge zur Sprache gebrachten Aufeabe vorliegt und
dadureh eine Methode bezeichnet ist, durch welehe sich, wie zu
erwarten ist, die noch allgemeineren Fragen in diesem Gebiete der
Integralrechnung beantworten lassen.




